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(1) Sob a alta presidência de S. Ex.4 o Sr. Presidente da República foi inaugurado 
o Congresso scientífico luso-espanhol, que, de 26 de Junho a 1 de Julho, reuniu no Pôrto 
os membroB da Associação espanhola para o Progresso das Sciências, os membros da 
Associação portuguesa para o Progresso das Sciências, os representantes das Universi­
dades, os representantes das Escolas Superiores, e os de outros Institutos e Associações 
scientíficas, que, todos, sob a direcção dos sábios professores, Don José Carracido, Reitor 
da Universidade de Madrid e Doutor Gomes Teixeira, Reitor Honorário da Universidade 
do Pôrto, encontraram naquela cidade de trabalho e de alta cultura, acolhimento caloroso 
e meio propício para os trabalhos scientíficos a que se foram consagrar.
A êsBe Congresso, o corpo docente do Instituto Superior de Agronomia nomeiou 
seus representantes os prof. srs. Ruy Ferro Mayer e Fernando de Almeida Loureiro e 
Vasconcellos, que nas sessões de inauguração e de encerramento, realizadas com todo o 
brilho no Teatro de S. João, e nas demais cerimónias e banquetes oficiais, ocuparam o 
lugar que competia à sua alta representação.
Nas diferentes secções, que compreendiam: sciências matemáticas, astronomia e física 
do globo, sciências físico-químicas, sciências naturais, sciências sociais, sciências filosófi­
cas, históricas e filológicas, sciências médicas, sciências aplicadas, foram presentes tra­
balhos de valor, tendo o prof. Fernando de Vasconcellos, apresentado na l.4 secção, em 
sessão de 30 de Junho, o seu estudo sôbre « A numeração fraccionária no papiro de 
Rhind e em Herão de Alexandria », cuja comunicação foi recebida com a maior benevo­
lência por todos os presentes que, depois da respectiva exposição, saudaram com salvas 
de palmas o apreBentante, o qual, nessa ocasião, recebeu felicitações especiais do Pre­
sidente da Secção, o sr. prof. Luis Woodhouse, do Reitor da Universidade de Lisboa, 
sr. prof. Pedro José da Cunha, que se dignou presidir à sessão, dos srs. prof. Gomes 
Teixeira, Costa Lobo, Pedro Teixeira, do catedrático da Universidade de Madrid, sr. Plans, 
do catedrático da Universidade de São Tiago de Compostela, sr. Carlos Bafios, e de outros
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mais de quarenta anos por August Eisenlohr (1), pertence, como é sa­
bido, à colecção Rhind conservada no British Museum e foi escrito 1700 
a 2000 anos a. J. O. por Alimes, célebre escriba ou sacerdote, que sob 
o título « Instruções para conhecer todas as coisas secretas », apresenta um 
sumário de regras e de questões, com uma colecção de problemas de 
aritmética e de geometria, cujo valor é de excepcional importância na 
história das matemáticas, porque nos dá directamente uma idea dos 
conhecimentos matemáticos dos antigos Egípcios, e nos mostra, como 
não eram exagerados os louvores que os autores gregos e latinos con­
sagravam neste particular ao Egipto, que, ainda no século iv a. J. C., 
decorridos perto de 200 anos sôbre a fundação das Escolas'jónica e 
pitagórica, era considerado pelos Gregos, como uma escola importante 
de matemáticas e de conhecimentos humanos que todo o sábio devia 
conhecer e directamente consultar.
Trata a primeira parte do Manual de Ahmes da redução de fracções
2
da forma ^—r—, em que n toma todos os valores inteiros desde 1 até 
2n + l
49, numa soma de fracções tendo tôdas por numerador a unidade, frac­
ções estas que, para distinguir das fracções ordinárias da fôrma mo­
derna, de numerador e denominador inteiros, mas quaisquer, chamare­
mos, fracções elementares, ou com os autores ingleses e americanos, 
fracções primárias, ou ainda, como Loria (2), fracções fundamentais. A 
redução é feita, sem que se indique o método ou regra usada na decom­
posição das fracções, apresentando, como se verifica da célebre Memória 
de Paul Tannery, intitulada Questões heronianas (3), em que o assunto 
ó larga e profundamente estudado, os resultados que seguem:
9 6 ^ 18 ’
2_ = JL 4-1 
11 6 66 ’
2 = 1+1+JL13 8 ‘ 52 ^ 104 ’ * 1 2 3
ilustres professores de matemáticas e congressistas da especialidade, que assistiram à 
sessào.
O interêsse da comunicação ao Congresso do sr. prof. Fernando de Yasconcellos, res- 
Balta, com evidência, do respectivo entrecho que publicamos.
(1) A. Eisenlohr, Ein mathematisches Handbuch der alten Aegypter (1.* ed., Leipzig, 
1877; 2.® ed., 1891) ] Cantor, Vorlesungen iíber Geschichte der matematik, Leipzig, 1880.
(2) Gino Loria, Le scienze esatte neWArUtca Greda (2.* ed., Milano, 1914).
(3) Bvlletin des Sciences mathématiques (2.a série, tomo viii, 1884); Paul Tannery, 
Mémoires scientifiques publiés par J. L. Heiberg et H. G. Zeuthen (tomo 2.°, 1912).
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Apresentada assim a Tábna de Ahmes, é interessante procurar saber 
quais as regras que presidiram à sua elaboração, interêsse que sobe de 
ponto, tornando mesmo necessário um estudo aprofundado do assunto,
quando, como diz P. Tannery, na Memória citada, quisermos estabelecer 
o termo de comparação com as sucessões de fracções elementares, na 
Escola heroniana. De facto, Tannery na sua Memória, intitulada 
L’Arithmétique des Grecs dans Réron d'Aléxandrie (1), mostrou que o 
modo de extracção das raízes quadradas incomensuráveis na Escola 
heroniana está intimamente ligado ao sistema de representação das 
fracções por uma sucessão de fracções primárias; e, « ao reunir algumas 
observações sôbre a história dêste sistema », escreve (2):
a Na verdade, as questões, a que dá origem o emprego dêste sistema 
dos Egípcios, constituem assunto quási completamente esgotado, quer 
por M. Cantor, na exposição feita no primeiro Capítulo dos seus Vorle- 
sungen, quer por F. Hultsch, no trabalho de confrontação do original 
com esta obra. Mas,, ainda que eu venha a limitar-me a repetir pouco 
mais ou menos o que já foi dito por estes dois ilustres sábios, julgo 
indispensável fazê-lo, para bem estabelecer o termo de comparação com 
as sucessões de fracções primárias na Escola heroniana.»
A importância, pois, do estudo da numeração fraccionária do papiro 
de Rhind está, pelo que se acaba de dizer, perfeitamente afirmada, e, 
pela autoridade incontestada do seu autor, inteiramente comprovada. 
Por outro lado, o mesmo ilustre sábio P. Tannery, geómetra eminente, 
cuja obra scientífica ó verdadeiramente notável no estudo das sciências 
exactas na antiguidade, na já referida Memória UArith. des Grecs dans 
Hèron d’Aléxandrie diz (3):
« A forma que êle emprega, — trata-se de Herão — , para a redacção, * 
embora inteiramente diferente da dos problemas geométricos euclidia­
nos, ó idêntica à que se encontrou num Manual do Calculador egípcio, 
obra que pertence talvez ao décimo quinto século antes da era cristã. 
Esta identidade de forma supõe, para a maneira de tratar estes proble­
mas, uma tradição escrita ininterrupta, tradição que nos parece, além 
disso, estabelecida pela existência nas colecções chamadas heronianas 
de soluções anteriores às determinações exactas, soluções tôdas seme­
lhantes às do Manual egípcio acima citado. »
E, sôbre as vantagens do emprêgo no cálculo dêste sistema de nu­
meração, lê-se ainda na mesma Memória (4):
« Êste sistema de numeração, recebido sem alteração dos calculadores 1
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(1) Mémoires de la Société des Sciences physiques et natureUes de Bordeaux (2.* série, 
tomo iv, 1882); P. Tannery, Mém. sc., tomo l.°, pág. 182-225.
(2) P. Tannery, Mém. sc., tomo 2.°, pág. 137-138.
(3) Idem, Ibidem, tomo l.°, pág. 198.
(4) Idem, Ibidem, pág. 205.
346 Anais do Instituto -de Agronomia
egípcios, como o prova o papiro de Rhind, tem vantagens notáveis, 
quando, como era de uso, o denominador mais elevado não excede 100; 
com efeito, com um pouco de prática, chega-se a operar muito rapida­
mente a multiplicação por uma fracção elementar, quer dum número 
inteiro, quer duma outra fracção semelhante. Quanto à adição, para a 
redução de duas fracções elementares de denominadores iguais e ímpa­
res, sabemos, precisamente pelo documento egípcio, que era objecto 
dum exercício particular. A subtracção exige também alguns artifícios 
simples; mas em suma, com êste sistema, a prática das quatro regras 
é cómoda e a aproximação para as necessidades ordinárias ó satisfatória.
« E unicamente a existência dêste sistema que devemos ter em vista, 
para o objectivo das nossas investigações, e devemos primeiramente 
preguntar: admitido um tal modo de numeração, como procederíamos 
naturalmente para prosseguir a extracção duma raiz quadrada cuja parte 
inteira estivesse já determinada?»
O que acabámos de transcrever é suficiente para comprovar como o 
sistema de numeração fraccionária com fracções tendo tôdas por nume­
rador a unidade, herdado dos Egípcios, dominou por largos séculos no 
cálculo aritmético dos Gregos, que, não obstante conhecerem bem cedo, 
— parece que já desde os fins do século v a. J. C. —, o sistema moderno 
das fracções ordinárias com numerador e denominador qualquer, empre­
garam quási sempre o primeiro de preferência para a representação das 
fracções, sendo de notar que nos escritos gregos do século xiv, ainda o 
• processo egípcio foi empregado, como se vê na Geometria de G. Pedia- 
sismos (1), guarda-sêlos do patriarca de Constantinopla, no reinado de 
Andrónico 2.° (1328-1341) e nos escritos um pouco posteriores de Isaac 
Argirio (2).
A êste respeito, lê-se nas Questões heronianas (3):
« O sistema moderno das fracções ordinárias, que se encontra, dô 
facto, empregado concorrentemente com os desenvolvimentos em frac­
ções elementares na colecção dos escritos heronianos, foi imaginado 
cedo pelos Gregos, como consequência das suas especulações sôbre as 
relações numéricas dos intervalos musicais ; parece já conhecido no 
tempo de Platão e foi empregado, já antes de Arquimedes, por Aris- 1
(1) Joannet Pediasimus oder Galerna Geometrie, zuni ersten Mate licrausgegeben und 
erldutert, von Gr. Friedlein, Berlin, 18G6.
(2) J. Baillet, Le papynis mathémalique cTAkmim. Paris, 1892, pág. 37.
(3) Paul Tannery, Mém. sc., tomo 2.°, pág. 155.
tarco de Samos, ainda que apenas sob a forma de relação entre dois 
números.
« Mas o triunfo do novo sistema não foi nunca definitivo na prática 
dos cálculos: deve-se notar, especialmente, que Ptolemeu, quando não 
emprega a notação sexagesimal, se serve, de preferência, do antigo pro­
cesso para a representação cias fracções. Diofanto mesmo, parece tê-lo 
empregado emquanto lhe foi possível, não obstante a natureza dos pro­
blemas que tratava o conduzisse, necessariamente, a preferir o outro 
sistema».
De tudo quanto temos dito, resulta pois, que o sistema antigo de 
numeração fraccionária exige, pela sua alta antiguidade e, precisamente, 
pela sua persistência constante, através dos séculos, na logística grega, 
a apreciação e o exame cuidadoso dos que se dedicam ao estudo, sempre 
cheio de novidades e de belezas, da história das matemáticas na anti­
guidade. Na essência, êste sistema coincide com o nosso; e, revestindo 
muito embora, por vezes, uma forma um pouco mais complicada que o 
sistema moderno das nossas fracções ordinárias, tem a vantagem, num 
grande número de casos, tratando-se principalmente de fracções irredu­
tíveis de termos contendo mais de dois algarismos, de falar mais à 
inteligência, mostrando o modo da composição destas fracções.
239Por exemplo, a fracção g^gQ exprime, sob esta forma, apenas a rela
ção irredutível entre os números 239 e 6460, sem que mostre qualquer 
outra dependência ou ligação dos mesmos números entre si ou com os 
seus divisores. No entanto, é fácil verificar a possibilidade de decompor 
a mesma fracção, na soma de três fracções elementares de denominadores 
muito mais simples que o denominador da fracção dada, conforme a 
seguinte igualdade (1)
239 __ 1.1.1.
6460 68 ' 85 ' 95 ’
com a qual, efectuando as operações indicadas, se reconhecem novas 
relações de dependência entre o número primo 239 e os divisores de 
6460, como segue:
6460 = 4 X 5X17X19,
239 = 4X17 + 4X19 + 5X19. 1
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(1) Baillet, Le papyrus d’Akmim, pág. 39 e 76
Ainda, por exemplo, a decomposição expressa por
157 _ J_ -L A _L 
348 3 i 2"l2i"29’
mostra-nos as seguintes relações :
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348 = 3X4X29, 
157 = 3X4 + 5X29,
entre 157 e os divisores de 348; etc.
Além de que, há questões concretas e problemas, cuja solução é 
mais prática com o emprêgo das fracções elementares, do que com o 
das fracções irredutíveis do sistema moderno.
E, se, de facto, é certo que o sistema das fracções elementares não 
conduz a uma representação uniforme para cada fracção determinada, 
e, ao contrário, apresenta formas bastante diferentes, cuja identidade é 
possível conhecer apenas pela redução ao mesmo denominador, também 
não ó menos exacto que as fracções ordinárias que nós usamos, afectam, 
por vezes, também, aspectos e formas diferentes, cuja identidade, fora 
dos casos conhecidos da divisão por 2, 8, 5, 11 e alguns dos seus múl­
tiplos, ó reconhecida, apenas, depois de obtermos o máximo divisor 
comum entre os termos da fracção. Assim pois, e salvo o respeito 
devido a sábios eminentes, como P. Tannery (1) e o professor Gino 
Loria (2), não me parece que se possa apontar o sistema fraccionário 
egípcio, como apresentando, exclusivamente, em si, o inconveniente de 
falta de uniformidade, que, facilmente, verificamos que também existe 
nos aspectos um tanto complicados, que tomam, por vezes, as fracções 
ordinárias. lg 22gl
Por exemplo, não é fácil reconhecer que as fracções ^ e 0 ^ são
2o 2737
idênticas, a menos que achemos o máximo divisor comum 119 = 7 x 17, 
entre os dois termos da última fracção.
Os cálculos da colecção heroniana apresentam o sistema mixto do 
emprêgo de fracções da forma moderna e transformação dos resultados 
em fracções elementares, sistema êste que, em muitos casos, pelas razões 
que atrás expendi quanto às fracções irredutíveis, me parece que haveria 
vantagem em adoptar nos cálculos, para um grande número de questões.
(1) P. Tannery, Mém. sc., tomo 2.°, pág. 147.
(2) G. Loria, Le sc. es., 2.* ed., pág. 779.
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II
Na primeira parte dêste trabalho transcrevi a opinião de P. Tannery, 
quanto à vantagem e necessidade do estudo do sistema antigo de nume­
ração fraccionária, estudo que, como foi dito, o mesmo ilustre geómetra 
apresenta desenvolvidamente nas Questões heronianas, embora, segundo 
afirme, pouco mais faça que repetir o que já fôra dito por Cantor e 
F. Hultsch, que, tinham, quási completamente, exgotado o assunto.
E, a êste respeito, lembra Tannery, ainda antes de entrar na apre­
ciação dos princípios que poderiam ter servido para formar a Tábua de 
Ahmes, que o sistema de que se trata é constantemente seguido no 
papiro de Rhind, apenas com duas excepções: uma referente às frac- 
3 3 5 7çõe g-» g'} "g do bescha, unidade de medida egípcia para os grãos
e para os líquidos; a outra, respeitante à fracção que os Egípcios e
depois os Gregos consideraram sempre fracção elementar, embora fôsse
2 11conhecida e expressamente notada a identidade — = -jr-4-£-, nas regras
O u D
de cálculo daquele papiro onde se lê, sob o n.° 61:
2 2 «Tomar os duma fracção. Se te preguntam: quais são os — de 
1 3 2 ®
— tomas a sua metade e a sua sexta parte, e isso faz os seus —. Pro- 
O o
cedes do mesmo modo para qualquer outra fracção que se apresente.» 
P. Tannery, em seguida, estuda a decomposição, dum modo geral,
da fracção —, no caso em que p é um número primo impar, em duas 





O exame da tabela mostra, porém, que êste modo de decomposição
2 2 2 2 2só poderia ter sido empregado para as fracções 3-, —, ; e que
o o i 11 Zo
os Egípcios não tiveram a noção da regra geral expressa na fórmula (1), 
e, que só acidentalmente encontraram naquelas fracções a decomposição 
em duas fracções elementares, mostram-no nitidamente os outros desen­
volvimentos em três e quatro fracções, que, todos, como se lê em Tan­
nery, se compreendem na fórmula
(2) A=i+i+JL+i,
p M ap bp cp
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em que M ó o menor múltiplo comum dos factores, a, b, c, cujo número 
é 2 ou 3, pois que estas decomposições da tabela compreendem um má­
ximo de quatro fracções elementares. No caso limite de ser M=a, 
ter-se há a decomposição em duas fracções.
Ora, considerando a fórmula (2), e, depois- de ter verificado que os 
valores de M que se encontram na Tábua de Ahmes são os números 2, 
3, 4, 6, 8, 12, 20, 24, 30, 36, 40, 42, 56 e 60, conclui Tannery (1): 
a O processo geral do desenvolvimento é então fácil de reconhecer; 
devia-se escolher primeiro entre os números com vários divisores e, 
principalmente, na série dos divisores ou dos primeiros múltiplos de 12
(~ sendo contado como inteiro^ ou na série dos sub-múltiplos de 60,
um número M compreendido entre p e ~ : a diferença — — ~_ 2 v p M Mp
desenvolvia-se em seguida fàcilmente em fracções elementares, decom­
pondo 2M—p numa soma de divisores de M. Naturalmente M devia 
ser tomado o menor possível, e, por êste modo os Egípcios acharam 
acidentalmente a divisão em duas fracções primárias para cinco das
fracções —.»
Então, aplicando a regra acima enunciada ao desenvolvimento das 
2 2fracções desde ^3 a 89 e examiliand0 os diferentes casos apresentados, 
conclui o ilustre geómetra (2):
« Em resumo, parece, de acordo com todos estes casos, que os 
Egípcios procuraram resolver por tentativas o problema de obter os 
menores dénominadores possível...»
E, examinando, em seguida, os casos de aparecer il/=56 no desen- 
2 2volvimento de ^ e M=42 no de diz:
«Não se pode evidentemente recusar admitir a opinião de M. Can­
tor, de que a Tábua que estudamos não foi feita duma só vez, segundo 
um desígnio preciso e conforme regras antecipadamente conhecidas; por 
outro lado, a preferência para os pequenos denominadores, posta sobre­
tudo em evidência por F. Hultsch, é suficientemente clara, ainda que 
as decomposições correspondentes não tenham sido sempre atingidas. » 1 2
(1) P. Tannery, Mém. sc., tomo 2.°, pág. 140.
(2) Idem, lbidem, pág. 144, 145.
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III
Indicado, no número anterior, o estudo e trabalho deveras notáveis 
dos três sábios eminentes, F. Hultsch, Cantor e P. Tannery sôbre a
Tábua de Ahmes, para a decomposição das fracções — no caso em que
p é um número primo, não se pode deixar de reconhecer que o assunto 
não está ainda completamente resolvido e, portanto, que aberto está o 
caminho para o estudo das regras e princípios que podem ter sido 
seguidos pelos Egípcios na redução a fazer daquelas fracções cuja de­
composição é, como vimos, expressa pelas igualdades:


























+1+1.' 52 ^ 104 ’
+ 1 + 1





+ J_ + J_
' 124 ' 155’
4- 1 + —
' 111 '296’
4_1_ j_ JL
' 246 ~ 328 ’
! = i+!+J_+J_
43 42 ~ 86 ' 129 ' 301 ’
1 = 1 + 1_ +J_
47 30 ~ 141 ‘ 470 ’
1 = 1 + 1- +JL
1 = 1 . J_ . J_
59 36 236 531 ’
1 = 1,JL . 1_4_1 
61 40 ' 244_r 488 ‘ 610 ’
1=1 + J_ + _1 
1 = 1+ 1_+J_7T 40 ~ 568 ~ 720 ’
1 = 1 . _L4.J_4.J_ 
73 60 r 219 ^292 ^365 ’
1=1+ 1+J_ + _1 
1-1 + -1 + .1 + JL
1=1+ L + !__i__L
89 60 ^ 356 534 “ 890 ’
1 = 1+ 1 +_!.97 56 ~ 679 “ 776
O exame dêstes desenvolvimentos mostra que a redução das frac­
ções — compreende duas, três ou quatro fracções elementares, a pri­
meira das quais de denominador sempre inferior a p mas maior que § 
e as outras de denominadores formados pelos produtos de p por divi­
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sores do denominador da primeira fracção elementar, ou por êste, no 
caso das fracções a
Os denominadores das primeiras fracções do desenvolvimento, são, 
sucessivamente, os números: 2; 8; 4; 6; 8; 12 que entra em três frac-
2 2 2ções sucessivas; 24 que entra também em três fracções 5-, 77; 20
2 87 41
que entra no desenvolvimento de —; 42 que pertence à decomposição 
2 61
^; 30 empregado duas vezes; 36 uma vez; 40 três vezes; 60 quatro
vezes; e, por último, 56. Isto é, os denominadores de que se trata são: 
os divisores de 12, ou os seus múltiplos simples e os divisores de 60, 
devendo contar-se
8 = -|xi2 e 40 = J- X 60
como divisores simples, por ser — fracção fundamental; encontrando-se
O
ainda isoladamente 42 que é um múltiplo de 6 e 56 que é múltiplo de 8.
Pôsto isto, vejamos como os autores egípcios, apenas dentro de 
conbocimentos aritméticos limitados, podiam ter formado a Tábua de
decomposição de — no caso em que p é um número primo.
2 1Notando que — = 2x—, e que 2 pode tomar a forma de fracção 
2 xM ,P.P.
—com M numero inteiro qualquer, resulta
2 X My 1 _2X M 
p MXpM
Ora, para a decomposição de 2 xM Mxp em fracções elementares, como
p é um número primo, ó necessário que 2xM seja um número que 
compreenda p e divisores de M, isto é, que seja
(3) VXM=p-\- a + ô + c,
supondo que a, b, c são divisores de M, e que há um máximo de quatro 
fracções elementares, conforme resulta da tabela.
Ter-se há então, fàcilmente
(4) 2-P + a + b + C- P I a 1 i> , c
v ' p MXp MXp MXp'MXp'MXp’




decomposição esta que exige que M seja um número inteiro maior 
que Evidentemente deve o factor M ser menor que p para evitar
o emprêgo de grandes números como factores dos desenvolvimentos.








2 _ 1 ■ 1 .
P E±1 p2±l 
2 *2
e no caso da decomposição definida por (3) pode o último divisor de M, 
b ou c conforme os casos, ser igual a 1.
São os desenvolvimentos correspondentes às fórmulas (4) e (5), e sob 
a forma nelas indicada, que, ó natural, em meu entender, que fossem 
seguidos pelos autores egípcios na formação da Tábua de decomposição 
2de —, quando p ó um número primo, decomposição que foi feita, além
disso, obedecendo às seguintes regras:
a) O valor de M pelo qual, em todos os casos, se multiplicam os
odois termos da ffacção —, satisfaz à desigualdade
f <M<p.
2b) 0 número M que multiplica os dois termos da fracção — deve ser
o menor possível, mas conter grande número de divisores, para seu 
conveniente emprêgo em facilitar os cálculos exigidos pela decomposição 
expressa na fórmula (4); como consequência, o número M deve ser 
escolhido, de preferência, na série dos sub-múltiplos ou dos primeiros 
23
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múltiplos de 12, na série dos sub-múltiplos de 60, e, excepcionalmente 
fora dêstes divisores, nos outros múltiplos de 6 e de 8.
c) Os últimos denominadores da decomposição nunca poderão conter 
mais de três algarismos e terão o menor valor possível.
d) O número n de fracções elementares da decomposição deve ser 
levado ao mínimo, dentro das condições anteriores.
Com estas regras simples, pre-estabelecidas, podiam os Egípcios, 
dentro dos seus limitados conhecimentos aritméticos, formar a tabela 
de que se trata, em que se verifica:
1. ° Como consequência das regras a) e b), que os valores de M usa­
dos na Tábua compreendem os seguintes números:
2; 3; 4; 6; 8; 12; 20; 24; 30; 36; 40; 42; 56; 60;
que foram adoptados em definitiva, depois de exame e comparação, em 
cada caso, com outros números, e tendo em atenção as regras c) e d), 
como veremos;
2. ° Como consequência das regras c) e d), que, a partir da redução 
2de — nunca mais 1 aparece na decomposição de 2xM definida pela 
ld 2
igualdade (3), e a partir de cessa tamBém de figurar nesssa decompo­
sição o número 2, excepto na redução de ^, sendo, a partir desta frac-
ção sempre superior a 3, o último número da decomposição de 2 x M,
2
e a partir de ^ sempre superior a 4.
Nota-se, além disso, como consequência da regra d) que o número n 
das fracções de decomposição nunca excede n = 4.
Analisemos agora cada um dos desenvolvimentos da Táboa de Abmes, 
aplicando os preceitos e regras que enunciámos.
A). — Redução de —.— 
o
P = 3), M=2), | 2X2_3 + 1_ 1 , 1 
3X2 3X2 2 ' 6
É esta a única decomposição possível. 
2
B). — Redução de — 1
P =* 5), M= 3), 1 = 2X3 = 5 + 1 = J_ , J_ 5 5X3 5X3 3 ' 15*
1= 2X4 = 5 + 2 + 1 = 1 i 1,1 
5 2X4 5X4 4 ' 10 20'M =4),
t
Dêstes dois desenvolvimentos deve, sem a menor dúvida, ser esco­
lhido o primeiro, correspondente a il/=3, que é o da Tábua.
2C). — Redução de y. —
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P = ?), M= 4), 2 2 X 4 _ 7 +1  1 , 17 7X4 7X4 4 28 ’
M= 6), A 2x6_7 + 3 + 2_ 1.1.1 
7X6 7X6 6 ~t_14't"21*
A decomposição correspondente a l/=4 é a da Tábua e está de 
inteiro acôrdo com as condições pre-estabelecidas.
Se ensaiamos a decomposição correspondente a M =* 5,




verificamos que nunca poderia ser adoptada, por não ser possível decom- 
pôr 3 nos divisores de 35. Para esta última decomposição, multipli-
3cam-se os dois termos de ^ por 18, conforme as regras atrás expostas, 
resultando
3 = 3X 18 = 35 + 19 = 35 + 18 + 1 = 1,1 , 1
35 35X18 35 X18= 35X18 18^35^35X18*.
D).—Redução de —
* = 11), M= 6), 2 = 2X6 _11 + 1_ 1 . 1 lí 11X6 11X6 6
M=8) 2 - 2X8 —11 + 4 + 1 — 1 | 1 | 1 
h 11 11X8 11X8 8 1 22 ' 88*
Deve ser adoptada, evidentemente, a redução correspondente a 
M-=6, de acôrdo com a Tábua.
Se ensaiássemos a redução correspondente a M= 10, encontraríamos 
o seguinte resultado, que deveria ser regeitado
M = 101 — = 2 ^ ^ ~t~ ô + 4 _ 1 | 1 | 2 + 2
h 11 11X10 11X10 10 ' 22 ' 11X10’
t
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E). — Redução de jg* —
P —13), Jf-8), A 2X8 _13 + 2 + l_ 1.1.1 
13X8 13X8 8 ' 52 ' 104*
M= 12N 2 _ 2X12 .. 134-6 + 4 + 1 _ 1,1,1, 1
h 13 13X12 13X12 12 ' 26^39 ^156’
13 + 6 + 3 + 2_ 1 ■ 1 , 1,1
13X12 12 '26 '52 78'
Deve ser adoptada a redução correspondente a M— 8, que é a da 
Tábua de Abmes.
Notemos que, nesta redução, .o factor M=7 daria a redução mais 
simples
M = l\ 2 _ 2X7  !3 +!  1 , 1
h 13 13X7 13 X 7 7~r9l’
que não deve ter sido considerada por não ser 7 divisor de 12. 
Ensaindo M= 10, viria
M = 1 2X10 _13 + 5 + 2_ 1,1.1
13= 13X10 13X10 10 ' 26 ' 65 ’
decomposição que também não deve ter sido considerada pelo motivo 
idêntico ao já apontado: 10 não é divisor simples de 12.
O exame das decomposições que apresentámos, correspondentes à
2redução desta fracção —, mostram à simples vista, como é vantajoso, 
lo
para que os últimos denominadores dos desenvolvimentos sejam peque­
nos, que se adoptem valores de M tais, que na decomposição de 2 xM 
deixe de figurar o divisor 1. Isto mesmo, com o simples ensaio de 
M=12, podem ter notado os autores egípcios, que fizeram a Tábua, na
qual, a partir da fracção nunca mais figura na decomposição o di- 
visor 1.
F). — Redução de —
P = 17), M — 12), 2_ = 2X12 = 17 + 4 + 3 _ J_ , _1_ , _1_ 17 17X12 17 X 12 = 12 r 51 ' 68 ’
é a decomposição única, correspondente às regras que atrás estabele 
cemos.
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Os ensaios correspondentes a M= 10 e M = 16 = 2 x 8, dão o seguinte 
resultado
M —10; 2X10  17 —f-2 —|- 1  1 . 1 . 117X10 17X10 10 ^ 85 170*
Hf = 16), 2 _ 2X16 _17 + 8 + 4 + 2 + l_ 1 , 1 , 1 , 1 , 1 17 17X16 17X16 “ 16 34^ 68 136^272*
G). — Redução de —
i> = 19), Hf =12), 2 _ 2X12 _19 + 4+l_ 1 | 1 | 1 19 19X12 19X12 12 ' 57"" 228 ’
19 + 3 + 2 _ 1 , 1 , 1 
19X12 12 ' 76 ' 114'
O último desenvolvimento, de acordo com as regras pre-estabelecidas, 
é o da Tábua.
Experimentando os valores M=10, il/=ld6, M= 18, resulta
M = 10), 2 _ 2X10 _ 19 + 1 = JL + J_. 19 19X10 19X10 10 190’
2 _ 2X16 _19 + 8 + 4 + l_ 1 ,1,1, 1. 
19 19X16 19X16 16 ' 38 ' 76 ' 304’
Hf =18), 2 _ 2X18 _19 + 9 + 6 + 2_ 1 1 , 1 , _L19 19X18 19X18 18"1 38^57 171 *
H). — Redução de
p = 23), ilf = 12), 2 _ 2X12 _ 23 + 1 =1 , J_ 23 23X12 23X12 12 276
é a decomposição da Tábua, correspondente às regras enunciadas.




2 2X15 23 + 5 + 2 _ 1 + 1.+ ^
23 23X15 23X15 15 1 60 1 345’
2 2X16 23 + 8 + 1 1 + 1 , 1
23 23X16 23X16 16 1 46 1 368’
2 2X20 23 + 10 + 5 + 2 1 +á+
23 23X20 23X20 20
1*
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I). — Redução de
• Conforme as regras, os ensaios a fazer são:
p = 29), A/=20), — = 2= 29-±i-1 = 2izL5Jr-i±j = 1 = _L -f. J_ _L 
* ” h 29 29 X 20 29 X 20 29 X 20 20 116^145^290
M= 24), 1—g><gi,» + « + * + g = l + l + .L+-Lt 
' 29 29 X 24 29 X 24 24 “ 58 “ 174 ~ 232’
devendo adoptar-se a última decomposição que é a da Tábua. 
Os resultados correspondentes a M= 15 e M«= 16, são:
M = 15), 2 2X15 29 + 1
29 29X15 29X15




1 + -L +
16 ‘ 232 ' 464'
J). — Redução de
j.=31),M=20), 1 2X20 = 31 + 5 + 4 = 1 , JL_ , J_ 
31X20 31X20' 20 ' 124 ‘ 155 ’
M=24), 1 2X24 _31 + 12 + 3 + 2_ 1 . 1 ■ + , J_ 
31X 24 31X 24 24 ^ 62 248 + 372 *
31 + 8 + 6 + 3 .1,1.11 
31X24 24 ~»3 124 248 ’
M = 30\ 2 _ 2X30 _31 + 15 + 6 + 5 + 3 1 . 1 , 1 ■ 1 . 1
'* 3l“3ÍX30 31X30 30 ^ 62 155 186 1 310’
são as decomposições correspondentes às regras pre-estabelecidas, de­
vendo ser adoptada a primeira, que é a da Tábua.
A decomposição correspondente a M—16,




r-87), M= 20), 1 2X20 ^37 + 2+1 .. 1 , J, J_ 37X20 37X20 20i 370 ^740’
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Jf = 36), 2 2X36
37 37X36
_ = _ 4- _ -U __37X24 24 ' 111 ' 296’
37 + 15 + 6 + 2  1 . 1 . 1 , 1
37X30 30 74 185 555’
37+18+12+4+1 •_ 1
37X36 36 ~ 74 ' 111 ' 333 ' 1332 ’
37 + 18 + 9 + 6 + 2__ 1 | 1 | 1 | 1 | 1
37X36 36 1 74 ' 148 1 222 ' 666
Conforme as regras estabelecidas, deve ser preferido o desenvolvi­
mento correspondente a if=24, que é o da Tábua.
L). —Redução de —
m- 24).
41X24 41X 24 24
* 246
328 ’
M = 8°)-| = 2X30 __ 
41X30
41 + 10 + 6 + 3 
41X30
= - + — + — + — 
30 ' 123 ' 205 ' 410
M = 36), 1 = 2X36 41 + 18 + 9 + 4._ 1 i !+ 1 + 1
41X36 41X36 36 ' 82 1 164 1 369’
M 401 ^ 2X40 _ 41+ 20 + 10 +5+‘4_ 1+1 +J_ + .
40 ' 82 ‘ 164 1 í’ 41 41X40 41X40
_1_ 
410 ‘
A primeira decomposição é a da Tábua, conforme as regras.
2
M). — Redução de —. —
P =43), Af =24), 2 2X24 43 + 3 + 2 1 . 1 | 1
43 43X24 43 X 24 24 1 344 1 516’
M = 30), 2 2X30 43 + 15 + 2 1 , 1
43 43X30 43X30 30 1 86 1 645’
3/= 36), 2 2X36 43 + 18 + 9 + 2_ 1 + 
36 '
1 +J_ +
86 “ 172 “
1
43 43X36 43X36 774’
M = 40), 2 2X40 _ 43+20+10+4+2+1 1 , 1 | 1 , 1
43 43X40 43X40 40 1 86 1 172 1 430
M = 42), 2 _ 2X42 _ 43 + 21 + 14+6 1 J 1 I 1 1 1
43 43X42 43X42 42 1 86 1 129 1 301
J_4__J_ 860 ‘ 1720 ’
Ainda, de acordo com as regras enunciadas, deve ser adoptada a
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decomposição correspondente ao último desenvolvimento que é o da 
Tábua; embora a M= 24 e M= 30 correspondam três fracções, vemos 
que a última, em ambos os desenvolvimentos, provém do divisor 2 que,
como dissemos, desde — nunca mais é adoptado nas decomposições a 
2 i**
nâo ser na de Notemos ainda que o emprêgo dos factores 24 e 80
daria as últimas fracções da decomposição com denominadores excessi­
vamente elevados, em comparação com os desenvolvimentos das fracções 
anteriores, e com o que se obtém usando nesta reducção o factor M=* 42.
N). — Redução de 2_47'
47), M= 24), 2 __ 2X24 _- 47 + 1 r-r 1 1
47 47X24 47 X 24 24 ' 1128
Aí=30), 2 __ 2X30 _ 47 + 10 + 3_- 1 1
47 47X30 47X30 30 r:
M = 36), 2 2X36 __ 47+ 12+ 9 + 4_ 1
47 47X36 47X36 3<
M— 2 2X40 47+20+10+2+1 _
47 47X40 47 X 40
Aí=42), 2 2X42 47 + 21 + 14 + 2




40 ' 94 ' 188 ' 940 ' 1880’
42 ' 94 ' 141 ' 987
Deve ser adoptada a decomposição correspondente a M= 30, que ó 
a decomposição da Tábua.
2O). — Redução de —
p = 53), Aí = 30), 
M=36),
M
2 _ 2X30 53 + 5 + 2 1 , 1 + 1
53 53X30 53 X 30 30 1 318 1 795
2 _ 2X36 _ 53 + 12 + 4 + 3 _ 4 . L 1 + 1
53 53X36 53X36 36 1 359 11 477 1 636’
2 2X40 53 + 20 + 5 + 2 1 | 1 . 1 | 1
53 53X40 53X40
40 1 106 1 424 ' 1060’
2 2X42 53 + 21 + 7 + 3 „ 1 JL 1 _l * + 1











+ J- + J-.
• 159 ' 848
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A decomposição da Tábua é a primeira, correspondente a M= 30, 
que tem justificação dentro das regras apontadas, embora os desenvol­
vimentos correspondentes a M = 36 e M= 42 tenham os últimos deno­
minadores um pouco menores, por isso que apresenta apenas três frac- 
ções elementares.
P). — Redução de 259'
p = 59), itf = 30), 2 _ 2X30 _ 1 ■___1_50 59 X 30 30 ^ 1770 ’
M==m 2 _ 2X36  59 —9 —{— 4  1 . 1 ■ 1
” 59 59X36 59X36 36236 ^ 531 ’
M=AQ) 2 - 2X40 _59+10+5+4+2 _ 1 ,1,1.1. 1
59 59X40 59X40 40 236^472^ 590^ 1180*
M*=42) 2 _ 2X42 _ 59+ 21 + 3_+l , 1_ , J_
'* 59 59X42 59X42 42 ' 118 ' 826 ' 2478 ’
M=48) 2_2X48_59 + 24 + 12 + l_l 1 , 1 , 1
59 59X48 59X48 48^118^ 236^ 2832’
M— 54) 2. 2X54 _ 59+27+18+3+1 
h 59 59X54 59X54
1-4- Í4.1+J- + J-
54 ‘ 118 1 177 ' 1062 ‘ 3186 ’
,, *n 2 _ 2X56 _ 59+284-14+7+4_ 1 . 1 , 1.1.1. 
'’ 59 59X56 59X56 56^ 118^236^472^826
Evidentemente, deve ser adoptado o desenvolvimento da Tábua, 
correspondente a M=S6, conforme as regras enunciadas.
Q). — Redução de —
Í = G1), M=36), 1 2X36 _ 61 + 9 + 2 _ 1.1.1 
61X36“ 61X36 36 ' 2441098’
M==m 2 _ 2 X 40 _ 61 +10 + 5 + 4 _ 1 ,1.1.1 
h 61 61X40 61X40 40 ' 244~488~610’
M = 42), 2_
61
2X42 = 61 + 14+7 + 2 _ 1 ■ 1 ■ 1 , _J_ 
61X42 61X42 42 183 ^ 366 1281 ’
M = 48) 2 - 2 X 48 _ 61+16+12+44-3 1 ■ 1 , 1 ■ 1 ■ 1
61 61X48 61 X48 48^183^244^ 732 ^ 976’
M=Õ4) 2 _ 2X54  61 + 27 + 18 + 2_ 1 ■ 1 ■ 1 ■ 1
'’ 61 61 X54 61X54 54122183^ 1647’
M = 56) 2 _ 2X56 _ 614-28+14+7+2 _ 1 , 1 , 1 ■ 1 . 1
h 61 61X56 61X56 56 ^ 122 ^ 244 ^ 488 + 1708 ’
M=Q0) 2 2 X 60 - 61+30+15+10+4 1 , 1 , 1 . 1 , 1
61 61X60 61X60 60^ 122 ^ 244 ^ 366 ^ 915'
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0 exame dêstes polinómios mostra que deve ser adoptada a decom­
posição correspondente a il/=40, que ó a da Tábua.
2R). — Redução de ^=. — b7
p = 67), 3/=, 36), 2 2X36 67 + 4 + 1 1 i 1 , 1
67 67X36 67 X 36 36 1 603 ' 2412 1
Hf =40), 2 2X40 67 + 8 + 5 40 + l _x_ 1
67 67X40 67X40 335 *536 ’
& II fò 2 _ 2X42 _ 67 + 14 + 3 m 1 |L 1 1
67 67X42 67X42 42 11 201 ' 938 »
* II £ 2 2X48 67 + 24 + 3 + 2 1 1 * -I 1 , 1
67 67X48 67X48 48 1 134 1 1072 1 1608’
M= 54), 2 _ 2X54 67+27+9+3+2 1 , 1 I 1 i 1 • j_ 1
67 67 X 54 67X54 54 r 134 r 402 ' 1206 ' 1809’
M = 56), 2 2X56 67+28+14+2+1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
67 67X56 67X56 56 1 134 11 268 ' 1876 1 3752
M = 60), 2
67






+ J- + X





Dêstes desenvolvimentos deve ser adoptado, evidentemente, o cor­
respondente a Hf—40, que é o da Tábua.
S). — Redução de —




71 + 1 _ 1 , 1
71X36 36 ' 2556 ’
M = 40), 2 2X40 71 + 5 + 4 1 . 1 1
71 71X40 71 X 40 40 568 11 710'
Hf =42), 2
71
= 2X42 _ 
= 71X42
71 + 7 + 6 m 1 . 
71X42 42 ' 426 ^ 497 ’
M = 48), 2 2X48 71 + 16 + 6 + 3 1 , 1 , 1 | 1
71 71X48 71X48 48 1 213 1 568 1 1136'
M = 54), 2 2X54 71+27 + 9 + 1 â+ 1 . 1 , 1
71 71X54 71X54 142 1 426 1 3834’
M =56), 2 2X56 71+28+7+4+2 _ i . 1 | 1 | 1 + 1
71 71X56 71X56 56 1 142 1 568 1 994 1 1988’
M =60), 2 2X60
71+30 + 15 + 4 = 1 q. 1 jL 1 -+ 1 .
71 71X60 71X60 60 142 11 284 1 1065
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Nos desenvolvimentos correspondentes a esta fracção, as decompo­
sições para M= 40 e M= 42, contêm ambas três fracções elementares, 
com os últimos denominadores com três algarismos; conforme a regra c), 
se os autores egípcios tivessem ensaiado o factor 42, deveria ser o des­
envolvimento correspondente o adoptado. Na Tábua, porém, a redução 
2de ó feita com o factor M = 40, o que mostra, de facto, a preferência
já indicada, dos mesmos autores, para o emprêgo, nos cálculos, de fac- 
tores que devem ser procurados, primeiro, entre a série dos submúltiplos 
e dos múltiplos de 12 e dos divisores de 60. Do uso dêstes factores
afasta-se a Tábua, apenas duas vezes: uma, na redução de j^ em que
2aparece o factor M= 42, como vimos, outra na redução de em que há
necessidade de recorrer ao factor M = 56, para evitar ter fracções ele­
mentares com denominadores contendo mais de três algarismos.
O factor M= 40 foi usado nas duas reduções imediatamente ante­
riores : à fortiori, na redução de ^r, e, com grande vantagem, na redução 
2 hl 2
de jr=. Podia ainda ter sido usado por simpatia na redução actual de =^-, 
67 *
mesmo que M = 42 tivesse sido ensaiado, tanto mais que o último deno­
minador da decomposição, 710, está dentro do valor mais alto dos 
denominadores das reduções anteriores.
T). — Redução de —
73), M— 40), 2 __ 2 X 40 _ 73 + 5-1-2_ 1 + J-' 584
+-L-
^ 146073 73X40 73X40 40
M= 42), 2 2X42 73 + 6 + 3 + 2 1 .
. 1 _L_ 1 _L 1
73 73X42 73X42 42 1 511 1 1022 1 1533
Jkf=48), 2 2X48 73 + 12 + 8 + 3 1 {_ 1 + 1 + 1
73 73X48 73X48 48 r292 ' 438 ^ 1168
M= 54), 2 2X54 73 + 27 + 6 + 2 1 i_ 1 +
-L+J_
657 ^ 197173 73X54 73X54 54 1 146 1
2 _ 2X56 _73 +284-7 + 4_ 1 ,1.1. 1
*’ 73 73 X 56 73 X 56 56 146 ^ 584 ^ 1022 ’
2 _ 2X60 73 + 20+ 15 4-12 _ j l_4.J_4._Lh 73 73 X 60 73 X 60 60 ^ 219 t 292 ^365'
O exame dos desenvolvimentos correspondentes aos factores de pre­
ferência, M= 40, M= 48 e M=60, e aos factores eventuais, múltiplos
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de 6 e de 8, compreendidos entre estes números, mostram que, dentro 
das regras enunciadas, deve ser usada a fortiori, a decomposição que 
corresponde a 3Í = 60 conforme a Tábua.
Se tivesse sido ensaiado o valor M=4A, achar-se-ia o desenvolvi­
mento mais simples:
M= 44), 1 = 2X44 = 73 + 11 + 4 = 1 i J_ , J_ 73 73X44 73X44 44 292 803'
2
U). — Redução de —
J> = 79), M= 40), 2 2X40 79 + 1 • 1 , 1
79 79X40 79X40 40 ' 3160’
II S 2 2X42 79 + 3 + 2 1 , 1 . 1
79 79X42 79X42 42 1 1106 1 1659’
M= 48), 2 2X48 79 + 12 + 3 + 2 - 1 1 1 L 1 + 1
79 79X48 79X48 48 1 316 1 1264 1 1896’
M= 54), 2 2X54 79-1-18 + 9 + 2 = 1_L 1 p 1 _p 1
79 79X54 79X54 54 1 237 1 474 ' 2133’
M= 56), 2 2X56 79-|_14+8+7+4 1 , 1 L 1 _p 1 + 1
79 79X56 79X56 56 316 1 553 1 632 1 1106’
M= 60), 2 2X60 79 + 20+15 + 6 .1 |1 1 _p 1 _p 1.
79 79X60 79X60 60 11 237 ' 316 ' 790
O exame dêstes desenvolvimentos mostra que o único possível ó o 
correspondente a M=60, que é o da Tábua.
V). —Redução de —
p = 83), ilf =42), 1 = 2X42 = 83 + 1 = I , _!_ 83 83X42 83X42 42 3486’
M= 48), 1 = jXi* = = 1 + J- + J- ,
'* 83 83 X 48 83 X 48 48^ 332^ 3984’
1/ r,4) A = 2 X 54 = 83 + 18 + 6 + 1 _ 1.1, 1 ■ 1
83 83X54 83X54 5424914948964’
56\ 2 _ 2X56 _83 + 14 + 8 + 7_ 1 ,1.1,1 
83 83 X 56 83 X 56 56 “ 332 “ 581 “664’
M= 60) - = 2 X 60 = 83 + 15 + 12 + 10  1 , 1 , 1 ■ 1
83 83 X 60 83 X 60 60 ^ 332 1 415498'
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A decomposição correspondente a M=QQ é a mais conveniente e é
a da Tábua.
X). — Redução de
oy
p = 89), Aí= 48),l = l><48 = 89 ±4iJ=ii +
F h h 89 89X48 89X48 48^1068^1424’
M = 54),
Af=56),
2X54 _89 + 18 + l_ 1
89 89X54 89X54 54 1 2  67 1 4806
2X56 _ 89 + 14 + 7 + 2 _ 1
89 89X56 89X56 56 ' 356 ' 712n 2492’
«o;,
89 89 X 60 89X60 89 1 356 1 534 1 890
A decomposição correspondente a M = 60, única que pode ser adop- 
tada, dentro das regras pre-estabelecidas, é a da Tábua.
Y). — Redução de —
y i
1> = 97), M= 54), 
M= 56),
1 = 2X54 = 97 + 9 + 2 = 1 . 1 ■ 1
97 97X54 97X54 54 582 26191
2 _ 2X56 _97 + 8 + 7__ 1 .1,1
97 97X56 97 + 56 56 679 ^776’
_gQ\ 2 _ 2X60 _97 + 12 + 6 + 5_ 1 ■ 1M= 60),
97 97 X 60 97X60 60 1 485 1 970 1 1164
Nesta redução não pode ser usado o factor M ^=Q0, por causa do 
denominador da última fracção, superior a 999. O desenvolvimento 
correspondente a JV/=56, que está dentro das regras enunciadas, ó o 
da Tábua.
IV
Examinando os desenvolvimentos que minuciosamente apresentámos, 
podemos ver como os autores egípcios, sem regras nem fórmulas com­
plicadas, sem lutas entre os factores de M escolhidos, — ao contrário do 
que se lê nas Questões heronianas (1)', — naturalmante e simplesmente,
(1) P. Tannery, Mém. sc., tomo 2.°, pág. 142: « A partir de p = 29, para a escolha 
de Aí, parece haver luta entre os múltiplos de 12 e os divisores de 60. »
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foram levados a formar a Tábua da decomposição de — no caso em que
p é um número primo. O que era fundamental, ao que se reconhece, e 
estabelecidas as regras da decomposição que decorrem dos simples racio­
cínios que levaram às fórmulas (4) e (5), ó que os denominadores das 
fracções elementares não atingissem a casa dos milhares, talvez porque 
os Egípcios dificilmente concebessem números muito pequenos, de modo 
análogo, ao que, no princípio, sucedia aos Gregos, quanto aos números 
grandes, que êles tinham repugnância em considerar, conforme observa 
Hankel (1); sendo êste o motivo que determinou o emprego do factor 
Jf = 56, fóra dos múltiplos de 12 e dos divisores de 60, na redução
2 2de —, bem como se recorreu a M = 42 na redução de ^ para obter
denominadores muito mais pequenos que os que resultariam de M =■= 24 
e M = 30.
Em seguida, e muito logicamente, tendo sido escolhidos nas fracções
mais simples, 12 e os seus divisores para os valores do factor M que
2 2deve multiplicar —, houve necessidade, a partir de de pôr de parte
o número 12 para ser possível a decomposição, e ó então, conforme os 
casos, como vimos, que o valor de M usado ó, ou múltiplo de 12 ou 
sub-múltiplo de 60, números estes de grande número de divisores, como 
se torna necessário empregar em reduções desta natureza.
É assim, que M— 24 aparece na redução de porque produz uma
decomposição mais vantajosa sob o ponto de vista do último denomi­
nador que M= 20, e que êste último factor aparece no desenvolvimento 
2de —, muito logicamente, pois, como verificamos, a decomposição res- 
oi
pectiva tem menor número de fracções elementares e com denominadores 
bastante menores que a que corresponde a M=2A. Êste último factor é 
• • 2 usado, em seguida, na redução da fracção imediata com vantagem
manifesta sobre o desenvolvimento correspondente a 31 = 20; e, assim 
sucessivamente são usados os diferentes valores M, conforme se verifica
2e explica nas reduções das diferentes fracções —.
Notemos ainda, dentro da restrição imposta ao maior valor dos de- 1
(1) Zur Geschichte der Mathematik in Alterthum und Mittelalter, Leipzig, 1874, 
pág. 17.
nominadores das fracções’ elemeutares, que a decomposição binária cor­
respondente à fórmula geral




não poderia ser mais empregada a partir da redução de —. Com efeito, 
2 4d
a fracção seguinte ó para a qual esta última fórmula dá o valor
2__ 1 , 1
47 24 1 1128’
com o segundo denominador superior a 1000.
Lê-se nas Questões heronianas (1): «No ponto de vista egípcio a
decomposição oferece uma particularidade a assinalar. Se ^ = wí2, 
tem-se
2 __ 1j_ ___1___ .
p m(m -j- 1) mp (m -(-1 )p 1
os dois factores de p não diferem senão duma unidade. Esta decompo­
sição acha-se efectivamente aplicada para p = 31, e para ^ = 97. No 
primeiro caso, vemos aparecer M= 20, emquanto que M=* 24 ó preferido 
nos números próximos: no segundo caso, temos M= 7x8 fóra da série
2sexagesimal; mas, ao contrário, a decomposição análoga — = — -f- 
6 x 71-l~ 7x71 n^° ® ’^a<k» a“1(^a ÇLU0 42 seja escolhido para valor de M
num caso menos favorável. » 2 2 2
De facto, as decomposições correspondentes a r? e - estão
11 á jl y §
compreendidas na fórmula apresentada por Tannery; mas que os Egíp­
cios não a conheceram, resulta claramente da decomposição adoptada 
2 Como já expliquei, e resulta do exame dos diferentes desenvolvi- 
•1 .... 2 
mentos, o factor ilí=20 é usado muito logicamente na redução de ,
2 31
e o emprêgo de ilf = 56, na decomposição de torna-se absoluta-
J • 1
mente necessário, porque a M=60 corresponde uma fracção elementar 
com denominador igual a 1164.
(1) P. Tannery, Mém. sc.} tomo 2.°, pág. 142.
.-T-r-rr-T— -
Lê-se ainda nas Questões heronianas (1): a 0 múltiplo 36 não apa­
rece senão tuna vez
2 1 _ 9 + 4 _ 1.1
69 36 36 X 59 4 X 59 ' 9 X 59 ’
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2 _ 1 =___1_
59 30 30X59’
2 1 _ 2 + 5 _ 1 ,1_
53 30 30X53 6X53 15X53’
2_ 1 = 1___,1,153 36 3 X 53 '9X53"1" 12X53'
«Daqui por diante não há mais múltiplos de 12 antes de 60:
2 1 10 + 5 + 4 1 - 1 -+ 1
61 40 40X61 ’ 36 4 X 61 ' 18X61’
2 1 8 + 5 2 1 - 1 + 1
67 40 40X67’ 67 86 12X67 ' 18X67’
2 1 5H“4 w 2 1 _ 1
71 40 40X71’ ° ° 71 36 36X71
«Mas 60 aparece antes que seja necessário
2 1 _ 20+15 +12 2 1 5 + 2
73 60 80 X 73 ’ 73 40 40X73’





79 60 60 X 79 ’ 79 40 40 X 79
Pelo que tem sido dito, a decomposição (6) não podia ter sido
pregada, e (7) é preferível a (8) como já foi explicado. M= 40 e M=G0 
são empregados para substituírem os factores 36 e 40, exactamente, 
quando se torna necessário; com efeito, tem-se
18X61 = 1098, 18X67 = 1206, 36X71 = 2556; 
e 40 X 73 = 2920, 40 X 79 = 3160;
o que mostra, ao contrário do que se lê nas Questões heronianas, que não






(1) P. Tannery, Mém. sc., tomo 2.°, pág. 143 e 144.
podem ser empregadas as decomposições de e com M = 36,
2 2nem podem ser empregadas as decomposições e com ilf=40.
• o i y
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V
Passando agora a considerar as fracções — em que p é um número
2 2 P
composto, verificamos que entre -e ^os valores de p são, ou potências
o yy
inteiras simples de 3, de 6 ou de 7, ou o produto de dois fãctores pri­
mos, um dos quais é 3, 5 ou 7, figurando 3 ou o seu quadrado, em trese 
fracções:
iííliíiííliíi.
15’ 21’ 33’ 39’ 45’ 5l’ 57’ 63’ 69’ 75’ 87* 93’ 99’
5, em cinco fracções :
P) 11111-35’ 55’ 65’ 85’ 95’
e 7, em duas fracções: 
T) 1 1 77’ 91'
As fracções em que entram simples potências de 3, 5 e 7, são:
11111
' 9’ 27’ 81’ 25’ 49'
Dum modo geral, as trese fracções (a) e as três primeiras (S) estão
2 2 compreendidas na forma —, as cinco fracções (p) e a 4.“ (B) na forma ^
e as duas fracções (f) e a 5.a (5) na forma
Pôsto isto, verifica-se do exame da Tábua de Ahmes, que, em todas 
as fracções em cujo denominador entra 3, como factor, os desenvolvi­
mentos obedecem às seguintes relações
(8) 1 = 1 ± = {± + ±')l =L-lL1 ' 3a 3 a \2 ‘ 6 / a 2a r6a’
2
de acordo com a regra enunciada no papiro para obter os duma 
fracção.
24
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* 2 . 2Os desenvolvimentos das fracções ^ não compreendidas na forma ^
e os das fracções ^ que se não compreendem nas formas anteriores,





Ã = Ã l = í 1 _j_ !> !_ = - + —7 a 7' a U ~1~28ja 4a 28 a
análogas à relação (8). À regra expressa nas relações (8), (9) e (10), 
fazem excepção, apenas, as seguintes fracções
(11) 2 2 2 _ 2 2 _ 2 2 _ 235~~5X7’ 55 5X11’ 95 5X19’ 9Í 7X13’
sendo os desenvolvimentos de 55 6 95» correspondentes a
em vez de
2_ 1 = JL55 11 * 5 ’ 95 19 ’ 5 ’
JL = JL 1 Ã = 1 J_.
55 5 * 11’ 95 5 ' 19’




__ 2__ = 1 j___1 _ba±b aa±b7rba±b 
2 2 2
Todos os desenvolvimentos porém, das fracções — em que p é um
número composto, estão dentro das regras e preceitos que serviram 
para fazer as decomposições no caso em que p ó um número primo, 
com as simplificações que resultara de ser p um múltiplo de 3, de 5 ou 
de 7, pois que, neste caso, de ser
(12) _2 = 2M = 2 Mp pX M 3aX JV/
2 M 2M
5 aXM' 7 aXM'
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resulta que as reduções em fracções elementares se obtêm muito sim­
plesmente, fazendo
23/ =3 + 1, ou M —
3 + l__9 no l.° caso;
2












2 _ 2X2 _ 3 + 1 _ 1 , 1 
3a 3a X 2 3aX2 20^60’
2_ = 2X3 = 5 + 1 = 1 , 1
5a 5a X 3 5a X 3 3a 15a ’
2 _ 2X4 _ 7++=J_ , J_ 
7a 7a X 4 7a X 4 4a ^ 28a’
Estas reduções, muito simples, e com factores simples, 2, 3, 4, todos 
divisores de 12, são, em regra, as da Tábua, fazendo excepção, as quatro 
fracções (11), cujos desenvolvimentos porém se não afastam ainda das 
regras e preceitos que têm sido indicados.
De facto, a redução da Tábua
_2 = 1, _1
55 30 ‘ 330’
obtem-se da expressão (12) sob a forma
2 _ 2 M
p 5a X M ’
fazendo 2il/ = a +1, ou M 
0 que dá
No caso sujeito, tem-se M= 11+1
2
2 _ 2 _ 2X6 _ 11 + 1 ^ 1 1 1
55 5X11 5 x11X6 ôXllXe^O^SHO’
6,
As reduções
_2=J_, J_ 2 = _1 , _1_35 30^42’ 91 70"t'l30’
obtêm-se respectivamente, das expressões (12),
2_ _ _ J23f_ 2 _ 2M
p 5aXl/’ p 7aXAf’
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em que 2.M = 5 + a, 2ilí=7+a, ou M= —, M— —• Nos casos, de 
que se trata, vem
2 _ 2 _ 2X6 5 + 7 _ 1 . J_
35 5X7 5X7X6 5X7X6 30^42’
A = 2 _ 2X10 = 13 + 7 = 1 , J_
91 7X13 7X13X10 7X13X10 70 h130’
sendo êste o único caso adoptado em que o factor ilf<12 não é divisor 
dêste número, mas de 60.
2Se aplicarmos à redução de processo idêntico ao usado nas de-
. , 2 2 u 19 + 5 10 , ,
composiçoes ^ e gj, resultara M = —^— = 12; donde
2 _ 2 _ 2X12 _ 19 + 5 _ 1 , 1
95 5X19 = 5X19X12 5X19X12 60 1 228’
OU
19 + 3 + 2 _ 1 | J_ , J_ 
5X19X12 60 380 ' 570 ’
como resulta da comparação dêste desenvolvimento com o que foi obtido 
2de t-q- e consta da alínea G), como é fácil de verificar.
VI
De tudo quanto tem sido exposto, resulta ter de reconhecer-se que 
os Egípcios para a construção da Tábua de decomposição das fracções 
2-——r, em que w<50, usaram de processos gerais, com as modificações 
2n +1
correspondentes aos diferentes casos tratados; mostrando as diferentes 
reduções apresentadas a variedade dos seus conhecimentos, e, em geral, 
o justo critério com que foram escolhidos os polinómios da decomposi­
ção, como já vimos no exame detalhado dos possíveis desenvolvimen­
tos que apresentámos no caso de p ser um número primo, e, como se 
pode ver da análise dos desenvolvimentos que provêm da aplicação 
dos critérios de redução que estudámos, no caso em que p é um nú­
mero composto, desenvolvimentos em que se verificam os resultados 
que seguem:
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2d). — Redução de g-. —
3 4-1\ 2 2 2X2 34-1 i+k,p —3a), a 3), M 2 )’ 9 3X3 3X3X2 3X3X2 6 ' 18
3 ‘ 3 ^2 T 6j 3 '
é a decomposição da Tábua, e a única possível, dentro dos critérios de 
redução que foram estabelecidos.
2b). — Redução de —
Q RX W- 34-1\ 2 2 2X2 _ 3 + 1 _ 1 1
p 3a), a 5), M g J» 15 3x5 3x5x2 3X5X2 10 + 30’
= 1 I^fi + iAJL.
3 ' 5 \2 6,/ 5 ’
M 5 + 1N) 2 * 2 2X3 B-h1--: 1 + 1
2 )' 15 3X5 3X5X3 3X5X3 9 '45
2 1 
5 ' 3 “(M) 1 .3 ’
2 2 2X4 5 + 3 : 1 + 1.
15 3X5 3X5X4 3X5X4 12 ' 20
0 primeiro resultado, evidentemente mais cómodo e mais p
para os cálculos, é o da Tábua.
2c). — Redução áe jjj. -
P = 3a), a = 7), 2 2
2X2 _ 3 + 1 _ 1 1 1
21 3X7 3X7X2 3X7X2 14 1 42
2 1 1
#
3 7 V.2 ' 6J 7 ’3
"II* 2 2 2X4 7 + 1 __ 1 + 1
21 3X7 3X7X4 3X7X4 12 1 84
2 1 =(i+è) 1 .7*3 3 ’
Af 7 + 3>\ 2 2 2X5 7 + 3 .1 + 1 
15 '351 2 y 21 3X7 3X7X5 3X7X5
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0 primeiro desenvolvimento é o da Tábua. O último não deveria 
ser empregado por ser M=b,
d). — Redução de —
p = há), a = 5), M- 5 —(— 2   2   2X3 _ 5 + 1 1,12 J’25 5X5 5X5X3 5X5X3 lõ^õ’
5 5 V3 15/ 5
É a decomposição da Tábua e a única possível dentro dos critérios 
estabelecidos.
é). — Redução de — 
ái
p — 3a), a — 9), M■■ 3 + 1 2X2 3+127 3X9 3X9X2 3X9X2 18 ^ 54 ’
3 9 \ 2 T 6 / 9 ’
= 1.± = (± + 1\±- 
9 3 \ 6 T18/ 3 ’
M 2X5 1±1.
M
_9 -f- 1\ 2 _ 2______________________________
2 + 27 3X9 3X9X5 3X9X5 lõ-1"^’
2 _ 2 _ 2X6 _ 9 + 3*)• _i + ±
27 3X9 3X9X6 3X9X6 18 54'
O primeiro desenvolvimento é o da Tábua. O segundo, corres­
pondente a ilf=5, não deve ser usado.
f). — Redução de 50. —
00
M-. H + 1^
2X2 3 + 1 1 | 1
X11X 2 3X11X2 22 1 66’
1+iU 
2 “ 6 /11
2X6
»
- 11 + 1 1 1 1
1X11X6 3X11X6 18 1 198
11 3 U 66/3’
A numeração fracdonária no papiro de Rhind e em Herão de Alexandria 375
A/i 11 + 3' 2
\ 2   2 _ 2X7 11+3 _ 1 , 1
/’ 33 3X11 3X11X7 3X11X7 2l“r77*
0 primeiro desenvolvimento é o da Tábua. O último, correspondente 
a M= 7, não deve ser usado.
g). — Redução de —
DO
, , - 5 + l\ 2 2 2X3 _ 5 + 1 __ 1 I 1
P ’ ‘ 2 / ’ 35 5X7 5X7X3 5X7X3 21+105’
= + * L = {±_ . iU.
5 7 V 3 ^ 15/ 7 1
3/ = I+l^ 2
1\ 1 . i
\ 2_ 2 _ 2X4 ' 7 + 1 _ 1 ■ 1
J’ 35 5X7 5X7X4 5x7X4 20 140’
= ! I=/i+iU-7 ' 5 U 28/ 5 *
Aí i 7 + 5\ 2 _ 2
2X6 7 + 5 â + Á-
2 35 5X7 5X7X6 5X7X6 30 1 42
O último desenvolvimento é o da Tábua, como já se viu.
h). — Redução de ^. —
p = 3a), a = 13), A/ _ \ A =/* 39
2X2 3 + 1
3X13 3X13X2 3X13X2 26^78*





’ 39 3X13 3X13X7
—__i ._____ -
3X13X7 21 ' 273’
2 2 2X8 13 + 3 1 L 1
’ 39 3X13 3X13X8 3X13X8 24 ‘ 104
= l.l = fl+l+ Mi.
13 3 \8 ~52~104/ 3
O primeiro desenvolvimento é o da Tábua. O segundo não poderia 
ser usado por não ser M=7, divisor de 12, podendo usar-se M = 8 con-
2 11 1forme o terceiro desenvolvimento, que, sob a forma tõ • tt = õt + T=a + 
■j lo o 24 lob
gjg é menos cómodo que o primeiro.
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i). — Redução de —
p = 3a), a = 15), M 2 _ 2 _ 2X2 _ 3-f-1 _ 1 | 145 3X15 3X15X2 3X15X2 30^90'
= 1 ±a(± + l.\±3 ' 15 V2 6/ 15 ’ 
15'. 3 V10 ' 30 J 3 1
2 _ 2 _ 2X8 _ 15 + 1 _1 ■ 1 .
2 )' 45 3X15 3X15X8 = 3X15X8 24‘i_360’
15 + 3\ 2 _ 2   2X9 _ 15 + 3 _1 . 1
2 J’ 45 3X15 3X15X9 3X15X9 27 135'
O primeiro desenvolvimento, mnito prático e cómodo, o da Tábua. 
O último, correspondente a M= 9, não deve ser usado.
Notando que a redução desta fracção se pode fazer em relação aos 
factores 5 e 9 da decomposição de 45, poderemos considerar os desen­
volvimentos que seguem:
„ 5 + 1N 25 _ 2 2X3 _ 5 + 1 __ 1 ,| 1 .
2 J ’ 45 5X9 5X9X3 5X9X3 27 1 135’
M 9 + 1>l 2 2 2X5 _ 9+1 _ 1 |i 12 ) ' 45 5X9 5X9X5 5X9X5 25 225'
M— í) + õ>) 2 2 2X7 9 + 5 _ 1 L 1
2 ) * 45 5X9 5X9X7 5X9X7 35 1 63
Dêstes novos desenvolvimentos, só seria de considerar o primeiro 
que reproduz o terceiro da decomposição 45 = 3 x 15.
Os outros dois não podiam ser usados.
j). — Redução de —
7a), a = 7), 2X4 _ 7 + 1 _ 1 ■ 12 /’ 49 7X7X4 7X7X4 28^ 196*
7 7 \4 ~28/ 7
É o único desenvolvimento possível, e ó o da Táboa
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k). — Redução de —
M- 3 + l\ 2 2 2X2 3 + 1 _ á+ 12 /’ 51 3X17 3X17X2 3X17X2 102 ’
_ 2 1 _ 
“ 3 ' 17
M i7 + r\ 2 2 2X9 17+1 ,1 + 1 .2 ) ’ 51 3X17 3 X17 X 9 3X17X9 27 1 459'
17+3\ 2 2 2X10 17 + 3 1
2 / ’ 51 3X17 3X17X10 3X17X10 30 1 170
0 primeiro desenvolvimento é o da regra geral relativa a tomar
duma fracção e o da Tábua. O segundo desenvolvimento, correspondente
17a M=9, não deve ser usado, mas, sim, M= 12>-g- e <17, que daria
2 _ 2 2X12 _ 17+4 + 3 _1 .1.1
51 3 X17 “ 3X17X12 3X17X12 36 153 ^ 204 ’
= 1 L=(k.±-L+L-)±
17'3 \12 ' 51 ” 68/ 3 ’
menos cómodo que o primeiro.
O terceiro desenvolvimento não deve, como regra, ser considerado.
I). — Redução de —
V Ba), a = 11), M=®±í), 2 2
2X3 5 + 1 _ - 1 _| 1
55 5X11 5X11X3





2 2 2X6 11+1 -1 j| 1




2 2 2X8 11 + 5 1 | 1
55 5X11 5X11X8 5X11X8 40 1 88
O segundo desenvolvimento, como já atrás foi dito, é o da Tábua
<w
| fcO
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m). — Redução de
2^
57*
í, = 3a),a = 19 ),M=®±Í), _2 = 2 = 2X2 = 3 + 1 = _1_ , 1
57 3X19 3X19X2 3X19X2 SS^IU’
A=/i . AW.
' 19 \ 2 ~ 6 / 19 ’
M_ 19 +1\ 2 _ 2 _ 2X10 __ 19 + 1 _ 1 ■ 1 .





19 + 3 _1 , L 
3X19X11 33 ' 209*
O primeiro desenvolvimento é o da regra geral e o da Tábua. O ter­
ceiro desenvolvimento, não pode ser considerado pelo motivo que temos 
apontado relativo aos factores M.
Se na decomposição correspondente ao segundo desenvolvimento,
19usássemos o factor .M=12 que é >-ir- e <19, resultaria
2 _ 2 _ 2X12 19 + 3 + 2 1,1,1
57 3X19 3X19X12 3X19X12 36 228342’
= (l + i + _L)J_ = A..i.
'12 ' 76 n 114/ 3 19 3
n). — Redução de — 
oo
— 211 M— 3 + l\ 2 2 2X2 3 + 1 1 , 12 )' 63 3X21 3X21X2 3X21X2 42 1 126’
2 1 (1 + 1) 1 
\2 ~ 6/213 ' 21 [’
M — 21 + 1N 2 _ 2 2X11 21 + 1 1 + 1 •
2 / ’ 63 3X21 3X21X11 3X21X11 33 1 693’
M = 21 + 3\ 2 2 2X12 21 + 3 1 +_L' 252 ’2 / ’ 63 3X21 3X21X12 3X21X12 36
VL2^84/ 3 21 3
O primeiro desenvolvimento é o da Tábua. O segundo, que corres­
ponde a M= 11, não pode ser considerado, devendo servir quando se 
quiser recorrer ao factor 21, o valor M= 12, cujo desenvolvimento, com-
2 2 1parado com o de para M — 4, dá um desenvolvimento igual a 21 • 3^ *
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E, como 63 é também igual a 7 x 9, poderemos considerar as seguin­
tes decomposições:
2 2X4 7 + 1 _ 1 |_ 1 ,
2 / ’ 63 7X9 7X9X4 7X9X4 36 1 252'
M 9 + l\ 2 2 2X5 9 + 1 _ 1 ,, 1 .
2 /’ 63 7X9 7X9X5 7X9X5 35 11 3151
M 9 + ^ '2
2 2X8 9 + 7 .1 j 1
2 / ’ 63 7X9 7X9X8 7X9X8 56 1 72'
das quais, a primeira reproduz o terceiro desenvolvimento correspondente 
a 3 x 21 e a segunda não pode ser usada.
o). — Redução de
r_é + l> 2X3 5 + 1p 5o), a 13), M 2 )’ 65 5X13 5X13X3 5X13X3 39 r 195’
5 '13 \3 ^15/13’
Jf_13 + 1^ 2__ 2 __ 2X7____ 13 + 1 1 1
M=
2 / ’ 65 5X13 5X 13X7 5X13X7 35^ 455’
13 + 5\ = 2 = 2X9 = 13 + 5 = 1 , J_
2 / 1 65 5X13 5X13X9 5X13X9 45^585'
O primeiro desenvolvimento é o da Tábua. Os outros dois não pode 
ser considerados, pois é M=1 e M= 9. No segundo, recorrendo a M= 
resultaria
2X8 13 + 2 + 1_ 1
65 5X13 5X23X8 5X13X8 40^ 260 ^520’
(- + - + -)- = -■-• 
\8 ' 52 ' 104/ 5 13 5
p). — Redução de õq. —
3-4-1\ 2 2 u ^ ^ u u -j- x.P = 3a), a — 23), M= 2 j, — =3X23 = 3X23X2 = 3X23X2 = 46^Í38’
3 ' 23 \ 2 ~ 6 / 23 ’
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M
__23 —|—1\ 2 2 z 2X12 _ 23 + 1   1 . 1
2 / ’ 69 3X23 3X23X12 3X23X12 36~1"828’
= 1 i = (i + J^l-23'3 \12~276/ 3 ’
,, 23-4-3N 2 2X13 23 + 3
M= 2 )'69~69 3X23X13 3X23X13 39 ' 299
0 primeiro desenvolvimento é o da Tábua. O ter«eiro, correspondente 
a M= 18, não pode ser usado.
2
q). — Redução de —. —
o_x _ „ 3 + l\ 2 2 _ 2X2 _ 3 + 1 _1 L 1
p àa),a 25), 2 / ’ 75 3X25 3X25X2'=3 X 25 X 2 50150’
= 1 ± = (1 4.1U-3 ’ 25 \ 2 “ 6 / 25 ’
25 + l\ 2 2 2X13 _ 25 + 1   1 , 1 .
2 / ’ 75 3X25 3X25X13 3X25X13Aí =
itf: 25 + 3\ 2 _2 / ’ 75
_2_ 2X14 _ 25 + 3 , _ 1 , 1
75 3 X 25 3 X 25X14 3 X 25X14 = 42 350’
O primeiro desenvolvimento é o da Tábua. O segundo e o terceiro 
não podem ser usados. Querendo porém recorrer ao desenvolvimento 
correspondente a a = 25, poderemos usar M = 15, divisor de 60, e a 
redução dará
2X15 25 + 5 __1 , 1.,11: —.77 I 777 )75 3X25 3X25X15 3X25X15 ‘45 ' 225
\15 ' 75/ 3 25 3
Fazendo agora as reduções correspondentes à decomposição 75 
= 5 x 15, tem-se:
2X3 5 + 1 ,1+ J_.
2 J' 75 5X15 5X15X3 5X15X3 45^225’
2 2X8 15 + 12 ^ ’ 75 5X15 5X15X8 5X15X8 40^600’
/_15 + 5\ 2 _ 2 _ 2X10 _ 15 + 5 _1 , 1
* 75 5X15 - 5X15X10 5X15X10 50 150-
Destas reduções, a terceira muito simples é, como já se disse, obtida 
por outra forma, a da Tábua.
J
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r). — Redução de — 
p = 7a), a == 11), M
7 + l\ 2_ 2 2X4 7 + 1 _ 1 ■ I
2 /’ 77 7X11 7X11X4 7X11X4 44~r308’
= 1 1 = (± + .IA1.
7 '11 \4 “28/11’
,r 11 + 1\ 2 2 2X6 11 + 1*--------2 > 77 = 7 1 ylfiO ’
JV/ = 11+
Xll 7X11X6 7X11X6 42 462
Í1 7 \ 6 ~ 66/ 7 ’
7\ 2 _ 2 _ 2X9 _ 11 + 7
J ’ 77 7 — - i— + —.Xll 7X11X9 7X11X9 63 1 99
0 primeiro desenvolvimento é o da Tábua. 0 último não pode ser 
considerado, por ser M = 9.
» &s). —Redução de gj. —
í> = 3o), a = 27), 2X2
3 + 1
81 3X27 3X27X2 3X27X2 54^162*
= 1 l={± + ±)±
3 * 27 \2 ' 6/27’
G= Í±+±)±=A 1.\18 ^ 54/ 3 27 ' 3 1
Af _ 27 +1\I, 2 = 2
2X14 27 + 1
2 ) ' 81 3X27 3X27X14 3X27X14
27 +3>1 2 2 2X15 27 + 3
2 J ’ 81 3X27 3X27X15 3X27X15
..La__42 ' 1134 ’
- + -• 
45 ' 405
0 primeiro desenvolvimento é o da Tábua. 0 segundo, conforme 
as regras relativas aos valores M, não podia ser usado. Como é tam­
bém 81 = 9x9, poderiamos ensaiar
• M 9 + l\ 2 _ 2 _ 2X5 ^ 9+1 = 1 ■ 1
2/’ 81 9X9 9X9X5 9X9X5 45^405’
que, correspondendo a M=b, não pode ser considerado.
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t). — Redução áe —








M-1-I±T), 2 2 2X9 17 + 1 _ 1 + 12 )1 85 5X17 5X17X9 5X17X9 45 ' 765’
M 17 + 5>i, 2 2 2X11 17 + 5 1 + 1
2 ) 85 5X17 5X17X11 5X17X11 55 + 187
0 primeiro desenvolvimento é o da Tábua. Ào segundo desenvol­
vimento, conforme as regras enunciadas, deve substituir-se
2
85
2X12 17 + 4 + 3 1 + 15X17 5X17X12 5X17X12 60 1 255n 340’
«fl + A + l^A .JL.\12 ' 51 ' 68/ 5 17 5
O terceiro não pode também ser usado.
25u). — Redução de —
1, = 3a),a = 29),JÍ=A£A), 2X2 3 + 1
M=29±l\l
2 )' 87
87 3 X 29 3 X 29 X 2 3 X 29 X 2 58
3 ' 29 \2 ' 6/29’
2 _ 2X15 _ 29 + 1 1
3X29
2M==22±3\ 2_e










3X 29X16 3 X29X16 48 1 464
O primeiro desenvolvimento é o da Tábua. Como temos dito, o 
terceiro, que corresponde a M=16, não podia ser usado, e o segundo,
29
só como excepção. Recorrendo a ilf=24 que é e <29, resulta 
2X24 _ 29 + 12 + 4 + 3 _ 1
87 3X29 3X29 X24 3X29X24 72^ 174^522 696’
= íi+! + J_ + =
\24 ' 58 ' 174 ‘ 232/ 3 29 3
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v). — Redução de 291*
M= 1±I\ 2 _ 2 2X4 7 + 1 _ 1 ,1 12 1 91 7X13 7X13X4 7X13X4 52 1 364’
= 2 17 * 13 -í± + ±]±-\i ' 28/ 13’
M 13 + 1\ 2 _ 2 2X7 13 + 1 1 ,| 1 .2 )' 91 7X13 7 X13 X 7 7X13X7 49 11 637’
13 + 7N 2 2 2X10 13+7 1 | 1
2 ' 91 7X13 7X13X10* 7X13X10 70 1 130
0 último desenvolvimento, muito simples, é o da Tábua; e ó, como 
dissemos, o único caso adoptado de decomposição, em que figura um 
factor M, menor que 12, que não é divisor dêste número, mas de 60. 
O segundo não pode ser considerado, tendo, no caso de se querer fazer 
a decomposição servindo-nos do factor a = 13, de recorrer ao valor M =* 8, 
que dará
2 _ 2 91 7 X18
2X8 _ 13 + 2 + 1 1
7X13X8 7X13X8 56 1 364
=(1+1+ ni=2 i
\8 ‘ 52 ' 104/ 7 13 7
728’
x). — Redução de
yrf
«
"-*¥)• 2 2 2X2 -_3 4-1 _ 1 | 1
93 3X31 3X31X2
_ 2 1 /1 
3 ' 31 \2
3X31X2
+i)à‘
62 ' 186 ’
hlV 2 2 2X16 31 + 1 1 ,1 1 .
2 y 93 3X31 3X31X16 3X31X16 48 1 14881
.-3+3), 2 2 2X17 31 + 3 1 ,, 1
93 3X31 3X31X17 3X31X17
51 H1 527
O primeiro desenvolvimento é o da Tábua. O segundo e o terceiro 
não podem ser usados.








31 + 5 + 4 = + , 1 ,
3X31X20 60 ' 372 ‘
= fl + l+iu = í.l.
\20 ' 124 ' 155/ 3 31 3
1_
465’
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y). —Redução de —










2X10 19 + 1
57 ~ 285 ’
1 + 1 •
M~ a )'
95 5X19 5X19X10 5X19X10 50 ' 950’
2 2 2X12 19 + 5 1+J-. 
60 ' 22895 5X19 5X19X12 5X19X12
De acordo com as regras, que têm sido expostas, o segundo desen­
volvimento, não deve como regra, ser considerado. O terceiro desenvol­
vimento é simples e mais cómodo que o primeiro; com a forma, talvez 
posterior, de decomposição
2 2X12 _ 19 + 3 + 2 _ 1 | 1 | 1
95 5X19X12 5X19X12 60 ^ 380 ^ 570 ’
/I , 1,_1\1 = _2 J_
\12_' 76~*"ll4/ 5 19' 5’
obtem-se o resultado da Tábua.
2z). — Redução de gg. —
o . _ qq> U_0-rí\ * ú ^ ^ _ Q-t-J — X I xp = oa), a — oo), 2 y 9£) 3X33 3X33X2 3X33X2 66 ^ 198’
= A.i = /'l + iVL,
3 33 V 2 6) 33 ’ /
-fi + lH—1-
\22 ^ m) 3 33 3 ’
33 + 1N 2 2 2X17 33 + 1 1 + 1 •2 )>
99 3X33 3X33X17 3X33X17 51 r 1683 ’
3+-3), 2 2 2X18 33 + 3 _ 1 +-L.
~ 59499 3X33 3X33X18 3X33X18 54
Dêstes desenvolvimentos,
2da regra geral relativa aos -g-
só o primeiro pode ser considerado; 
duma fracção e o da Tábua.
é o
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Ainda poderão ser estudadas as decomposições relativas a 99 = 9x11, 
como segue:
M = 2 _ 2 2X5 . 9 + 1 m 1 , 199 9X11 9X11X5 9 X11X 5 55 1 495’
M-.n+n 2 __ 2 2X6 u+i . k+ 12 ) * 99 9X11 9X11X6 9X11X6 594’
M — H+9\ 2 2 2X10 11+9 1 1 12 ) * 99 9X11 9 X 11 X10 9X11X10 90 1 110
das quais a primeira, correspondente a M=6, não pode ser considerada 
e a segunda que corresponde ao valor achado para 99 = 3 x 33, no caso
M= ~2'), não apresenta vantagens práticas sôbre a que foi adoptada
na Tábua, ao contrário da última que parece preferível nos cálculos; o 
que levou Tannery, a propósito do exame dêste caso e do da decompo­
sição de expressa na relação
95 60 228 ’
decomposições estas obtidas em condições idênticas às que os Egípcios
2 2empregaram na redução das fracções gg 6 gj, a dizer (1):
2 1.1« Elas correspondem à fórmula pq p + q '-F+? °uja apUcaçS°
p -ct - r2 * 2
sistemática teria permitido satisfazer, em certos casos, 0 desideratum dos 
Egípcios mais completamente do que os desenvolvimentos da Tábua. »
2O exame das decomposições das fracções —, no caso em que p é um
número composto, que, em detalhe, apresentámos, mostra, como foi 
dito, que na Tábua de Ahmes se compreendem, em regra, os desenvol- 
mentos mais favoráveis para os cálculos. E, sendo certo, evidentemente, 
que os Egípcios desconheciam a regra geral, expressa na fórmula de
2 2Tannery, devendo ter chegado às decomposições 0^ e qt que se com-
uO J1
preendem nessa fórmula, pelo critério simples e geral que expuz, para 
tôdas as fracçqes —, de multiplicar os dois termos desta fracção por 
determinados factores M, que, no caso de ser p = axb, poetem ter 0
(1) P. Tannery, Mim,, ec., tomo 2.°, pág. 146. 
25
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a — bvalor ——, devendo porém eliminar-se dêstes factores, os que não forem
divisores de 12, múltiplos dêste número, ou divisores de 60, resulta 
verificar-se, como vimos, que a decomposição a que corresponde a fór­
mula de Tannery, não ó aplicável* às fracções
Ã2-jLÃÃÃJLJ? 2 A .2 A A
9 ’ 2l’ 25’ 33’ 45’ 49’ 57' 65’ 6?’ 77’ 81 ’ 85’ 87 ’ 93 ’
isto é, ao maior número das fracções —r, podendo'aplicar-se às fracções 
2 2— e gg, apenas quando consideremos os seus denominadores não sob a 
forma geral de múltiplos simples de 3, mas sob a forma especial 7õ = 
= 5x15, 99 = 9x11. No caso das outras fracções as reduções mos­
tram, em geral, o justo critério, do emprêgo dos desenvolvimentos da 
Tábua de Ahmes.
VII
Se examinarmos agora as outras decomposições em fracções elemen­
tares que se encontram nas Questões heronianas nos capítulos II e 
seguintes, vemos que, quando o numerador é igual a uma soma de 
divisores do denominador, se fazem simplesmente as reduções, man­
tendo, tanto quanto possível, o princípio egípcio de ter os menores 
denominadores possível. Se o denominador é um número primo, ou se 
no numerador não se contém uma soma exacta de divisores do denomi­
nador, faz-se a decomposição multiplicando ambos os termos da ffacção 
por um número M convenientemente escolhido, de acordo com os cri­
térios e regras adoptadas no papiro de Rhind, e que foram já expostas.
3 2Em especial, — decompõe-se também, usando os desenvolvimentos —
da Tábua egípcia e juntando aos resultados, a fracção —; para —, quando 
2 P P
os denominadores de — são pares, usa-se, por vezes, a redução corres-
2 P
pondente a 2x—, etc.; idênticamente se procede para outras decompo­
sições. ^
Do capítulo II das Questões heronianas destacamos as fracções que 
seguem, indicando o processo simples da sua decomposição:
. 3 3X2 5 + 1 __ 1,1.4__4X2_5 + 2 + l_ 1,1. 1 .
Q) 5 ==5X2 5X2 2 10 ’ 5 5X2 5X2 2 ^5 1 10 ’
4 4X4 10 + 5 +1 _ 1 , 1 , _1_.
5 “5X4= 5X4 2 ^ 4 ^ 20 ’




















5 _3 + 2_, 1 + 1 •
6 6 2 1 3 ’
4 4X2 7 + 1 1 1 . 5
7 7X2 7X2 2 14 ’ 7
6 _6X6 21+14 + 1 1 1 1
7 7X6 7X6 2 1 3
4 _3 + l_ • 1 + 1 • 8 8X2
9
l
9 3^9’ 9 9X2
7 5 + 2 - 1 1 1 •
10 10 2 ‘ 5 ’
6 6X2 _u+i_ 1 .1 1 .
11 11X2 11X2 2 ' 22 7
11 8 + 3 .2,1.
12 12 3 ' 4 ’
4 = 2X-L 
13
j 1 +Iõi) =
13 52
J.+JL=JL+J,+J_





3 “ 6 “ 18 ’
3 _2 + l = 1 | 1 . il 
14 14 7 ' 14 ’ 14
llX2_14 + 7 + l 1
14X2 14X2 28 ’
11 9 + 2 1 | 1 .
18 18 2 1 9 ’
20 20X2 20X2 8 1 40 ’
5 5X2 7 + 3 1 . 1 . 11 -7+8+1
21 21X2 21X 2 6 14 7 21 21
8 8X4 _ 25 + 5 + 2^ 1,1, 1 • 10 2X
25 25X4 25X4 4 1 20 1 50’ 25
4 3 + 1 1 + 1 •






2 ‘ 16 ’
23 22 +1 _.2,1.
33 33 3 1 33 ’
19 19X3 35 + 15 + 7__ 1 , 1 | 1 •
35 35X3 35 + 3 3 ' 7 1 15’
31 25 + 5 + 1 1 , 1 , 1 .
50 50 2 1 10 1 50 ’
19 17 + 2 . 1 2 _ 1 . 1 , „ 1
51 51 3 ' 51 3 ' 34 1 102’
71
84
42 +.28 +1 _ 1 , 1 , 1 .
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, 73 664-16 + 1 1 ■ 1 , _1_.
1 112 102 2^7 ‘ 112* 1
v 104 _ 104X2 _ 125 4-50 + 25 4-5 + 2 + 1 _ 1 , 1 . 1 , 1 , 1 , 1 . 
X) 125 125X2 125X2 2 \ 5 ^ 10 ^ 50 125"*" 250’
y) 224 L-z T_ T 224 * “T *■ 2 * 7 * 112 * 224
112 4-28 4-144-7 4-2 _ 1 |L 1 .f 1 .i_ 1 .f 1
224 2 1 8 1 16 1 32 1 112
160 ,1 3 5 1 24-l_ 5X3 | .1+ 1 ! + í
21 112 1 224
Também nos capítulos III e IY das Questões heronianas se encontram 
reduções que convém considerar, pois que os polinómios do desenvolvi­
mento apresentam termos negativos. Não obstante, como se observa, 
os processos de decomposição não só não apresentam a menor complica­
ção mas, ao contrário, são bastante simples, como se verifica nos se­
guintes exemplos:
16 17 — 1 1 1 . 17 1
51 51 3 51 ’ 18 18




659 705 - 47 4-1 1 1 4. 1
2820 2820 4 60 ' 2820 1
6886 6886 X 2 _. 13772 _ , 5398 1 6390 —1065 4-71 4-2
9585 9585X2 19170 19170 19170
_1_____ ]_
270 9585*
Estes e outros exemplos que poderiam ser apresentados, mostram, 
como na logística grega se procedia à decomposição em íracções elemen­
tares, por processos simples, inteiramente de acordo com o método egíp­
cio, embora com as modificações atinentes a cada caso especial tratado, 
não sendo necessária especial habilidade de cálculo (1) para proceder às
239(1) A propósito da decomposição da fracçào —que se encontra no papiro de 
Akhmin e que 0 distinto professor Gino Loria apresenta sob a forma
239 ^76 + 163 76 . 163 _ 1 . 68-f95_l . 68 , 95 _ 1 1 . 1
6460 6460 6460 1 6460 856460 85 1 6400 ^ 6460 85 ^ 95 68’
diz 0 mesmo sábio erudito (Le ec. es. neWAntica Greda, Milano, 2 • cd., pág. 777): a A
transformações necessárias que, como temos visto, decorrem logicamente 
e com tôda a facilidade; havendo, em meu entender, como atrás ficou 
dito, vantagem em adoptar, em certas questões, o sistema mixto do 
emprêgo de fracções da forma moderna e sua decomposição em fracções 
elementares, como se faz nos cálculos da colecção heroniana e de acordo 
com a tradição grega, mantida pelos bizantinos, através dos séculos.
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simples inspecção desta série de transformações faz ver que, para aplicar éste processo, 
é necessária uma não vulgar habilidade calculadora.»
Neste exemplo, no entanto, a decomposição dc 6430 em factores primos e a formação 
dos seus divisores 4. 5, 17,19, 20, 68, 76, 85, 95 menores que 239, mostra fàcilmente o 
caminho a seguir, inteirameute de acordo com os princípios simples de decomposição 
expostos
239 _ 95 -f- 76 -f- 68 _ 1.1.1 
6460 6460 68 85 "^95*
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